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Эмпирическая модель:
• Оператор эволюции  (модель, описывающая изменение состояние 

системы с течением времени), построенный путем прямого анализа 
данных

Эмпирическое моделирование 
востребовано, если модель «из первых 

принципов» отсутствует либо ее динамика 
недостаточно адекватна имеющимся 

данным наблюдений



Объекты эмпирического моделирования:
сложные

(мультимасштабные, нелинейные, высокоразмерные, 
пространственно распределенные)

динамические системы, 
подверженные внешним воздействиям различного типа

Примеры сложных систем:
• климатические системы;

• астрофизические системы;
• живые системы;

• социальные системы;
• …



Построение оператора эволюции путем реконструкции
динамики системы 

в ее фазовом пространстве («пространстве состояний»), 
координатами которого являются характеристики (фазовые 

переменные), определяющие состояние системы в каждый 
момент времени

ИДЕЯ РАЗВИВАЕМОГО ПОДХОДА:



аппроксиматор
(оператор эволюции)

Ситуация, идеальная для 
эмпирического моделирования:

В фазовом пространстве размерности d строим фазовую 
траекторию и решаем задачу аппроксимации:

параметры 
аппроксимации

…



Реальность в случае 
сложных природных систем:

(1) измерены временные ряды малого числа (одной!) переменных !?

Что можно сделать:

использовать в качестве фазовых координат 
«переменные с задержкой» (Takens, 1981)
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Реальность в случае 
сложных природных систем:

(2) протяженность временных 
рядов конечна

Что можно сделать:

ОГРАНИЧЕНИЕ МАКСИМАЛЬНОЙ 
РАЗМЕРНОСТИ РЕКОНСТРУИРУЕМОГО

ФАЗОВОГО ПРОСТРАНСТВА: 

dmax~ log{длина временного ряда}

СТОХАСТИЗАЦИЯ РЕКОНСТРУИРУЕМОЙ 
ФАЗОВОЙ ТРАЕКТОРИИ

(3) временное  разрешение  
данных конечно

«БЫСТРАЯ» ЭВОЛЮЦИИ СИСТЕМЫ
ПРИСУТСТВУЕТ В ДАННЫХ В ФОРМЕ

СТОХАСТИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА

СТОХАСТИЗАЦИЯ РЕКОНСТРУИРУЕМОЙ 
ФАЗОВОЙ ТРАЕКТОРИИ

Строить модель в форме низкоразмерной стохастической 
динамической системы (random dynamical system)



ЭМПИРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
В ФОРМЕ СЛУЧАЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ:

Un+1 = Φ(Un , ζn ), 
ζn - неизвестный случайный процесс



универсальные 
аппроксиматоры

дискретное 
время
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ЭМПИРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ В ФОРМЕ СЛУЧАЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ: УЧЕТ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ ФАКТОРОВ

медленные
тренды

детерминированная 
компонента

случайная 
компонента

глубина памяти 
модели белый 

гауссов шум

данные 
измерений

L – глубина памяти модели
μ(t) – медленные тренды параметров

q(t) – внешние воздействия

внешние воздействия 
(«форсинги»)
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«Структурные» или «гипер» параметры 
(«параметры сложности»):

Параметры модели заданной 
сложности:
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Два сорта параметров:

Явная зависимость 
параметров от времени 
описывает медленные 
изменения в поведении 

системы

Параметризация f и g искусственной нейронной сетью (ANN)
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ПРИМЕР УНИВЕРСАЛЬНОГО АППРОКСИМАТОРА:
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Максимальная размерность эмпирической модели dmax ̴̴ log N = 3 ! 

ПРИМЕР: исследование современной климатической системы
Спутниковые данные: продолжительность≈ 35 years (число отсчетов N=396)

http://iridl.ldeo.columbia.edu/SOURCES/.IGOSS/.nmc/.Reyn_SmithOIv2/.monthly/.sst/

t (годы)Аномалии поверхностной температуры океана (SSTA, градусы Цельсия) 

Размерность данных (число временных рядов, измеренных в различных 
пространственных точках): D=44219

ЕЩЕ ДВЕ ПРОБЛЕМЫ
(4) Высокая размерность пространственно распределенных данных

НЕОБХОДИМА ДЕКОМЗИЦИЯ (СНИЖЕНИЕ РАЗМЕРНОСТИ) ДАННЫХ



ЕЩЕ ДВЕ ПРОБЛЕМЫ

(5) Множественность решений задач реконструкции оператора 
эволюции и декомпозиции данных: 

обе задачи являются некорректными обратными

Необходимы адекватные исследуемой системе
алгоритмы оптимизации и обучения 

как при построении модели, так и при декомпозиции данных

БАЙЕСОВ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ



БАЙЕСОВ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ
Теорема Байеса

А В



ПОИСК ОПТИМАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ

«Структурные» параметры («параметры сложности») и 
параметры модели заданной сложности

Замечание про разделение параметров на две группы:



ОБУЧЕНИЕ МОДЕЛИ: 
отыскание оптимальной модели оптимальной сложности
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2. Ценовая функция для поиска 
оптимальных параметров модели заданной сложности:

ПВ параметров модели при условии данных измерений
и сложности модели ss
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1. Ценовая функция для сложности модели: байесова обоснованность

( ) ( ) ( )sμsμsμUsU EdPPP ≡⋅⋅= ∫∫ |,)|(
Максимум E(s) определяет оптимальное соотношение между качеством 

воспроизведения данных и прогностической способностью модели



АЛГОРИТМ  ЭМПИРИЧЕСКОЙ  РЕКОНСТРУКЦИИ
КЛИМАТИЧЕСКИХ  СИСТЕМ:

1. Оптимальная декомпозиции данных (отыскание «модельных 
переменных»),

учитывающая  известные свойства системы максимально 
доступным образом

ВОЗМОЖНАЯ СТЕПЕНЬ РЕАЛИЗАЦИИ АЛГОРИТМА 
ОПРЕДЕЛЯЕТСЯ ИМЕЮЩИМИСЯ ДАННЫМИ НАБЛЮДЕНИЙ

2. Построение оптимальной эмпирической модели, описывающей 
динамику системы в фазовом пространстве модельных 

переменных
с учетом возможных трендов ее параметров и возможного 

влияния форсингов на ее эволюцию

3. Идентификация механизмов, определяющих наблюдаемую 
динамику системы, на основе анализа структуры ее фазового 

пространства

4. Прогноз эволюции системы, в том числе – прогноз возможных 
критических переходов 



 предложен способ декомпозиции данных ТПО, позволивший описать 
глобальную изменчивость современного климата 

двумя (!) нелинейными динамическими модами;

 построена эмпирическая прогностическая модель явления Эль-Ниньо, 
включенная в мировой пул моделей, прогнозирующих явление на 

внутригодовых масштабах;

 показано, что эмпирическая модель явления Эль-Ниньо, построенная по 
данным температуры поверхности океана и его теплосодержания, 

позволяет преодолеть весенний барьер предсказуемости явления;
 исследована роль нелинейности в динамике явления Эль-Ниньо на разных 

временных масштабах (внутригодовых, межгодовых, декадных). 
Показано, в том числе, что 

межгодовая динамика перешла от линейной в начале 20 века к нелинейной в 
современном климате;
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на основе данных содержания изотопа 18О продолжительностью 2.6 
млн лет построена эмпирическая модель климата плейстоцена, 

позволившая, в частности, расшифровать механизм критического 
перехода среднего плейстоцена, изменившего количественно и 

качественно динамику ледниковых циклов;

разработан и эффективно применяется алгоритм верификации 
климатических моделей «из первых принципов», используемых, в том 

числе, для прогноза изменений климата в XXI веке;

разработан алгоритм выделения в наблюдаемой динамике 
климатической системы отклика на внешние форсинги, включенный 

в европейский проект Forced Component Estimation Statistical Method 
Intercomparison Project (ForceSMIP), выполняемый в настоящее время
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Taylor diagram showing RMSE normalized by the root-mean-square amplitude of the 
ensemble mean (colors), the root-mean-square amplitude normalized by the root-mean-

square amplitude of the ensemble mean, i.e., si/sREF (black arcs), and the uncentered pattern 
correlation ri (black rays).

Участие в международном тестировании методов выделения в 
наблюдаемой динамике климатической системы отклика на 

внешние форсинги (проект forcesmip): результаты первого этапа

Модели ИПФ РАН 
(№№22,23)
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